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ABSTRAK 
 
Tugas akhir ini membahas model matematika untuk penyebaran flu burung pada manusia dan 
unggas domestik dengan faktor  imigrasi dan vaksinasi. Permasalahan yang diangkat dalam 
penelitian ini adalah bagaimana penurunan model           pada penyebaran flu burung pada 
manusia dan unggas domestik dengan faktor imigrasi dan vaksinasi, bagaimana menentukan titik 
ekuilibrium dan analisis kestabilan, bagaimana simulasi model menggunakan Maple 13. Metode 
yang digunakan untuk menganalisis masalah adalah dengan studi pustaka.
 
Dari model tersebut 
diperoleh dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium 
endemik. Setelah dianalisis kestabilan pada titik ekuilibrium bebas penyakit akan stabil asimtotik 
untuk .10 R  Sedangkan  titik ekuilibrium endemik akan stabil asimtotik untuk .10 R  
Selanjutnya dilakukan simulasi dan diperoleh bahwa untuk nilai  laju vaksinasi  kurang dari 20.0  
dan laju imigrasi besar dari 0  maka penyakit masih mewabah. Sedangkan untuk nilai laju 
vaksinasi besar sama 20.0  dan laju imigrasi kecil sama dengan 046.0  maka penyakit akan hilang. 
Dengan demikian faktor vaksinasi lebih signifikan mempengaruhi penyebaran flu burung 
dibanding imigrasi. 
 
Kata Kunci: Analisis kestabilan, flu burung, imigrasi, titik ekuilibrium, vaksinasi. 
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ABSTRACT 
 
This thesis discusses about a mathematic model of avian influenza for human and domestic bird 
with imigration and vaccination. The issue raises in this thesis are how to derive           model 
of avian influenza for human and domestic bird with imigration and vaccination, how to determine 
the equilibrium point and stability analysis, how to simulate the model using Maple 13. The 
metode used to analyzse the issue is literature reviuw. From the mode fol found two equilibriuml                                                                                                                                                                                                                    
points are disease-free equilibrium point and disease-endemic equilibrium point. The disease-free 
equilibrium point will be stable for .10 R  while the disease-endemic equilibrium point will be 
stable for .10 R  Then doing simulation researcher found that if the vaccination rate is less than 
20.0  and the imigration rate is more than 0   so the disease is still endemic. While if the 
vaccination rate is more than the same 20.0  and theimigration rate is less than the same 046.0   
so the disease will closs. Thus vaccination factor is more significantly influence the spread of bird 
flu than immigration.  
 
Keywords: Avian influenza, equilibrium point, immigration,  stability analysis, vaccination. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 
 
1.1 Latar Belakang 
Flu burung atau Avian Influenza adalah suatu penyakit menular yang 
disebabkan oleh virus influenza tipe A yang ditularkan oleh unggas yang dapat 
menyerang manusia. Saat ini flu burung menjadi perhatian dunia, karena virus flu 
burung memiliki kemampuan untuk terus menerus bermutasi. Salah satu mutasi 
dari virus Ifluenza tipe A adalah H5N1 yang merupakan subtipe paling 
mematikan diantara subtipe yang lainnya (Depkes RI, 2017). 
Subtipe H5N1 pertama kali menyerang manusia pada tahun 1997 di China, 
yaitu di wilayah Administrasi Khusus Hongkong. Tahun 2003 flu burung yang 
disebabkan oleh subtipe H5N1 telah menyebar ke berbagai negara di dunia, antara 
lain China, Vietnam, Thailand, Kamboja, Indonesia, Turki, Irak, Mesir dan 
Azerbaijan. Di Indonesia flu burung pada manusia pertama kali diinformasikan 
secara laboratorium pada awal bulan Juli 2005 di Kabupaten Tanggerang, 
Provinsi Banten (Depkes RI, 2017).  
Virus subtipe H5N1 dapat menimbulkan gejala penyakit pernafasan mulai 
sedang atau bahkan infeksi tanpa gejala sampai akut/fatal pada unggas bahkan 
dapat menular ke manusia. Penularan flu burung terjadi dari unggas ke unggas, 
unggas ke manusia. Tidak ada bukti terjadinya penularan dari manusia ke 
manusia. Walaupun demikian, para ilmuan berpendapat hanya masalah waktu 
virus tersebut bermutasi (Nur Al-Zikri, 2014). Faktor yang mempengaruhi dalam 
penularan flu burung di antaranya adalah imigrasi. 
Imigrasi pada unggas yang terinfeksi dapat memicu penyebaran penyakit 
dalam populasi. Semakin banyaknya imigrasi dan populasi pada unggas dapat 
juga mengakibatkan penambahan populasi unggas rentan (suscepted) yang dapat 
terinfeksi kembali jika terdapat unggas yang terinfeksi masuk kedalam populasi 
unggas sehingga dapat menyebabkan penyebaran penyakit flu burung (Anggriani 
dkk, 2015). 
 I-2 
 
Penyebaran penyakit flu burung dapat dicegah dengan melakukan 
vaksinasi. Dalam Govaert et al (1994) disebutkan bahwa ada penurunan unggas 
yang terinfeksi flu burung setelah dilakukan vaksinasi. Vaksinasi dilakukan 
terhadap unggas yang belum terinfeksi flu burung. Pemberian vaksinasi  terhadap 
unggas harus dilakukan secara tepat agar penyebaran penyakit flu burung dapat 
dihentikan (Moch Chotim, 2003). 
Penelitian mengenai model penyebaran flu burung telah banyak dilakukan. 
Mohammad Derouich dan Abdessla Boutayeb (2008) dalam jurnalnya yang 
berjudul An Avian Influenza Mathematical Model, memodelkan penyebaran virus 
flu burung dengan asumsi tidak terjadi mutasi. Mereka menggunakan model SIRS 
pada populasi manusia dan SI pada populasi unggas dengan pertumbuhan konstan 
dan tidak terjadi kematian pada unggas akibat virus flu burung. 
Tri Andri Hutapea (2016)  dalam jurnalnya yang berjudul Penyebaran 
Virus H5N1 pada Populasi Manusia dengan Kontrol Vaksinasi, memodelkan 
penyebaran virus flu burung dengan asumsi terjadinya mutasi. Mereka 
menggunakan model SIIR pada populasi manusia dan model SI pada populasi 
unggas. Analisis dari model memperlihatkan bahwa setiap unggas yang terinveksi 
virus H5N1 akan mati tetapi setiap manusia yang terinfeksi mungkin meninggal 
atau sembuh. 
Kemudian M Kharis dan Amidi (2017) dalam jurnalnya yang berjudul 
Mathematical modeling of Avian Influenza epidemic with bird vaccination in 
constant population, memodelkan penyebaran penyakit flu burung dengan asumsi 
terjadinya mutasi. Mereka menggunakan model SIRS pada populasi manusia dan 
SI pada populasi unggas dengan memberikan vaksinasi terhadap unggas yang 
rentan penyakit sebagai upaya mencegah dan mengurangi penyebaran penyakit flu 
burung baik terhadap unggas ke unggas maupun unggas ke manusia. 
Dari latar belakang yang penulis paparkan tersebut, penulis tertarik untuk 
memodelkan penyebaran virus flu burung dengan memodifikasi model M Khais 
dan Amidi. Modifikasi yang dilakukan dengan menambahkan faktor imigrasi pada 
unggas domestik. Diasumsikan pertumbuhan unggas domestik adalah 
pertumbuhan logistik yaitu jumlah unggas tidak dapat bertambah sampai tak 
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terhingga. Penulis memberi judul Tugas Akhir ini “Model Matematika 
Penyebaran Flu Burung Pada Manusia dan Unggas Domestik dengan Faktor 
Imigrasi dan Vaksinasi”. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang masalah yang telah diuraikan tersebut maka 
rumusan masalah yang akan dibahas dalam tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 
1. Bagaimana model SIR terhadap penyebaran penyakit flu burung pada 
populasi manusia dan unggas domestik dengan faktor imigrasi dan 
vaksinasi ? 
2. Bagaimana kestabilan titik-titik ekuilibrium dari model SIR (Suscepted 
Infected Recovered) ? 
3. Bagaimana pengaruh vaksinasi dan faktor imigrasi terhadap penyebaran 
penyakit Flu Burung dengan menggunakan model SIR (Suscepted Infected 
Recovered) ? 
  
1.3 Tujuan Penelitian 
Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan tersebut maka tujuan 
penelitian tugas akhir ini sebagai berikut: 
1. Mendapatkan model SIR terhadap penyebaran penyakit flu burung pada 
populasi manusia dan unggas domestik dengan faktor imigrasi dan 
vaksinasi. 
2. Mendapatkan titik ekuilibrium dan kestabilan dari model SIR (Suscepted 
Infected Recovered). 
3. Mendapatkan pengaruh vaksinasi dan faktor imigrasi terhadap penyebaran 
penyakit Flu Burung dengan menggunakan model SIR (Suscepted Infected 
Recovered). 
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1.4 Manfaat Penelitian 
Adapun manfaat dari penelitian ini antara lain sebagai berikut: 
1. Mengetahui pengaruh vaksinasi dan faktor imigrasi terhadap penyebaran 
penyakit Flu Burung dengan menggunakan model SIR (Suscepted Infected 
Recovered). 
2. Memberi informasi bahwa melakukan vaksinasi dapat mengatasi jumlah 
yang terinfeksi flu burung, menurunkan angka kesakitan dan kematian 
penderita flu burung. 
 
1.5 Batasan Masalah 
Agar penelitian lebih terfokuskan dan terarah serta menghindari 
pembahasan yang terlalu luas maka penelitian membuat batasan masalah. adapun 
batasan-batasan masalah dalam penelitian ini adalah: 
1. Penelitian menurunkan model SIR (Suscepted Infected Recovered) pada 
populasi manusia dan model SI pada populasi unggas domestik dengan 
menambahkan faktor imigrasi dan vaksinasi terhadap unggas domestik 
yang rentan penyakit. 
2. Populasi unggas yang dijadikan objek penelitian terbatas pada unggas 
domestik. 
3. Unggas yang berimigrasi dalam keadaan sehat dan setiap unggas yang 
berimigrasi jumlahnya tetap.  
 
1.6 Sistematika Penulisan 
 Penulisan tugas akhir disusun berdasarkan bab-bab berikut ini: 
BAB I  PENDAHULUAN 
 Bab ini memuat gambaran singkat tentang isi tugas akhir 
dan membahas tentang latar belakang permasalahan, 
rumusan masalah, tujuan masalah, manfaat penelitian, 
batasan masalah dan sistematika penulisan. 
 BAB II LANDASAN TEORI 
Landasan teori berisi mengenai teori-teori yang mendukung 
dan berkaitan dengan pembahasan tugas akhir sehingga 
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dapat  membantu penulis maupun pembaca dalam 
memahami isi  tugas akhir. 
 BAB III METODE PENELITIAN 
 Metode penelitian berisi proses atau langkah penulisan 
 untuk membangun model matematika penyebaran flu 
burung  pada manusia dan unggas domestik dengan faktor 
imigrasi dan vaksinasi. 
 BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN 
 Pada bab ini berisi model matematika penyebaran flu 
burung  pada manusia dan unggas domestik dengan faktor 
imigrasi dan vaksinasi, analisa model meliputi titik 
ekuilibrium, angka rasio reproduksi dasar, analisa 
kestabilan, dan simulasi model dengan menggunakan Maple 
13. 
 BAB V PENUTUP 
 Bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran yang diperoleh 
dari pembahasan. 
 
  
BAB II 
LANDASAN TEORI 
 
2.1 Flu Burung 
Flu Burung (FB) atau Avian Influenza (AI) pertama kali dilaporkan pada 
tahun 1878 oleh Perroncito sebagai wabah yang menjangkiti ayam dan burung di 
Italia. Wabah ini disebut juga sebagai “Penyakit Lombardia” mengikuti nama 
sebuah daerah lembah di hulu sungai Po. Meskipun di tahun 1901 Centanini dan 
Savonucci berhasil mengidentikfikasi organisme mikro yang menjadi penyebab 
penyakit tersebut, baru di tahun 1955 Schafer dapat menunjukkan ciri-ciri 
organisme itu sebagai virus influenza. 
Virus Influenza adalah termasuk ke dalam family Orthomyxoviridae dan 
dikelompokkan ke dalam strain A, B, C dan D sesuai dengan karakteristik 
antigenik dari protein inti. Virus Influenza A menginfeksi berbagai macam spesies 
hewan, termasuk manusia, babi, kuda, mamalia laut dan burung. Strain virus 
influenza A, B, C dan D berisi informasi tentang jenis antigenik virus berdasarkan 
kekhususan antigen dari nukleoprotein, host asal (untuk strain diisolasi dari 
sumber-sumber non manusia), asal geografis, jumlah regangan, dan tahun isolasi.  
Dua glikoprotein permukaan virus, hemaglutinin (HA) dan neuraminidase 
(NA) adalah antigen yang paling penting untuk menginduksi kekebalan protektif 
pada host. Pembagian virus Influenza tipe A dibagi berdasarkan dua protein pada 
permukaan virus: hemaglutinin (H) dan neuraminidase (N). Terdapat 18 subtipe 
hemaglutinin yang berbeda (H1-H18) dan 11 subtipe neuraminidase yang berbeda 
(N1-N11). Dan hanya H1, H2, H3, N1, dan N2 telah dikaitkan dengan epidemi 
penyakit pada manusia. 
H5N1 pertama kali menyerang manusia pada tahun 1997 di China, yaitu di 
Wilayah Administrasi Khusus Hongkong dimana terjadi wabah FB pada unggas 
dan menjangkiti manusia dengan jumlah kasus 18 dan 6 diantaranya meninggal. 
Pada bulan Desember 2007 terdapat 2 negara baru yang melaporkan adanya kasus 
FB pada manusia yaitu Pakistan dan Myanmar. Sampai dengan September 2017, 
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penyakit ini telah menelan korban manusia sebanyak 860 orang dengan kematian 
454 orang. 
Secara kumulatif jumlah penderita FB di Indonesia sejak akhir Juni 2005-
September 2017 adalah sebanyak 200 orang dan 168 orang diantaranya meninggal 
dengan angka kematian 84%. Di Indonesia FB pada manusia pertama kali 
diinformasikan secara laboratorium pada awal bulan Juli 2005 dari Kabupaten 
Tangerang, Provinsi Banten dengan jumlah penderita konfirmasi H5N1 2 orang 
dan 1 probabel, semua meninggal dunia. Awal sakit (onset) kasus tersebut pada 
akhir Juni 2005, dan merupakan kasus klaster pertama di Indonesia. Sampai akhir 
September 2017 penderita FB telah tersebar di 15 Provinsi (Sumatera Utara, 
Sumatera Barat, Lampung, Sumatera Selatan, Riau, Banten, DKI Jakarta, Jawa 
Barat, Jawa Tengah, Jawa Timur, Sulawesi Selatan, Bali, D.I. Yogyakarta, 
Bengkulu, Nusa Tenggara Barat) yang meliputi 59 kabupaten/kota. 
Jenis virus AI pada unggas yang menyebabkan wabah pertama di 
Indonesia tahun 2003 adalah virus AI subtype H5N1, clade 2.1.3.2, bersifat 
Highly Pathogenic Avian Influenza (HPAI) atau menyebabkan angka kematian 
tinggi pada unggas umumnya, kecuali pada unggas air tidak menyebabkan 
kematian. Kemudian sejak akhir 2012 Indonesia telah terjangkit virus AI subtype 
H5N1/HPAI, clade baru 2.3.2.1. yang menyerang semua jenis unggas, terutama 
unggas air yang paling banyak mengalami kematian. Hingga saat ini virus AI 
yang bersirkulasi lebih dominan oleh clade 2.3.2.1.  
Sebanyak 3 provinsi yang telah ditetapkan dengan Keputusan Menteri 
Pertanian sebagai zona/wilayah provinsi bebas AI pada unggas, yakni Provinsi 
Maluku Utara (2015), Maluku (2016) dan Papua (2017). Disamping itu, telah 
dicapai sebanyak 77 Kompartemen (Unit Usaha Peternakan pembibitan, Budidaya 
dan Penetasan) yang telah memperoleh Sertifikat Kompartemen Bebas AI 
walaupun berada pada 9 zona/provinsi masih tertular AI, yakni: Jawa Barat 43 
unit, Lampung 13 unit, Jawa Timur 9 unit, Banten 3 unit, Jawa Tengah 3 unit, 
Bali 2 unit, Nusa Tenggara Timur 2 unit, D.I.Yogyakarta 1 unit, Kalimantan Barat 
1 unit kompartemen. 
 
 II-3 
 
2.2 Sistem Persamaan Diferensial 
  Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang di dalamnya 
memuat   buah persamaan diferensial, dengan   buah fungsi yang tidak diketahui, 
dimana   merupakan bilangan bulat positif lebih besar sama dengan 2.  
  Bentuk umum dari suatu sistem   persamaan orde pertama mempunyai 
bentuk sebagai berikut: 
),,,,(
),,,,(
),,,,(
21
2122
2111
nnn
n
n
xxxtfx
xxxtfx
xxxtfx







       (2.1) 
dengan nxxx ,,, 21   adalah variabel bebas dan   adalah variabel terikat, sehingga 
)(,),(),( 2211 txxtxxtxx nn    dimana x  merupakan derivatif fungsi nx  
terhadap  , dan   adalah fungsi yang tergantung pada variabel nxxx ,,, 21   dan t 
(Braun, 1993: 264). 
  Sistem persamaan diferensial dilihat dari bentuk fungsi atau pangkatnya 
dibedakan menjadi dua yaitu sistem persamaan diferensial linear dan sistem 
persamaan diferensial nonlinear. 
 
Definisi 2.1 (Fanizio & Ladas, 1982: 147) 
Sistem persamaan diferensial linear adalah persamaan yang terdiri dari lebih dari 
satu persamaan yang saling terkait. Sistem dari dua persamaan diferensial dengan 
fungsi yang tak diketahui berbentuk : 
)()()(
)()()(
22221212
12121111
tfxtaxtax
tfxtaxtax




       (2.2) 
dimana koefisien ,,,, 22211211 aaaa  dari fungsi-fungsi 21, ff  merupakan fungsi   
yang kontinu pada suatu selang   dan 21, xx  adalah fungsi   yang tak diketahui. 
Seperti biasanya titik di atas 1x  dan 2x  dalam  
)1()( ,,',,(  nn yyyxFy   
menyatakan turunan menurut peubah bebas  . 
 Sistem persamaan diferensial linear dengan   fungsi-fungsi yang tak 
diketahui berbentuk : 
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)()()()(
)()()()(
)()()()(
2211
222221212
112121111
tfxtaxtaxtanx
tfxtaxtaxtax
tfxtaxtaxtax
nnnnnn
nn
nn







      (2.3) 
atau secara singkat 
),()(
1
tfxtax i
n
j
iiji  

   .,,3,2,1 ni   
 
Definisi 2.2 (Braun, 1993: 372) 
Diberikan Sistem: 
),,( xtfx          (2.4) 
dengan 













)(
)(
)(
2
1
tx
tx
tx
x
n

 dan 













),,,,(
),,,,(
),,,,(
)(
21
212
211
nn
n
n
xxxtf
xxxtf
xxxtf
xf




 adalah fungsi nonlinear 
dalam .,,, 21 nxxx   Sistem (2.4) disebut sistem persamaan diferensial nonlinear. 
  Sistem persamaan diferensial baik linear maupun nonlinear mempunyai 
solusi yang disebut titik ekuilibrium (titik kesetimbangan). Titik ekuilibrium 
merupakan sebuah keadaan dari suatu sistem yang tidak mengalami perubahan 
terhadap waktu. 
 
Definisi 2.3 (Perko, 2001: 102) 
Titik  ̂     disebut titik ekuilibrium dari )(xfx   jika .0)( xf

 
 
2.3 Linearisasi 
Linearisasi merupakan proses membawa suatu sistem nonlinear menjadi 
sistem linear. Untuk mencari hasil pelinearan dari sistem persamaan diferensial 
nonlinear digunakan matriks Jacobian.  
 
Definisi 2.4 (Perko, 2001: 102) 
Sistem linear Axx   dengan matriks )ˆ(xJfA   disebut linearisasi dari sistem 
)(xfx    pada .xˆ  
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Teorema 2.1 (Perko, 2001: 67). 
Jika         diferensiabel di xˆ  maka diferensial parsial nji
x
f
j
i ,,1,, 


 di
xˆ  ada untuk semua       , dan 

 


n
j
j
j
xx
x
f
xxJf
1
.)ˆ()ˆ(  
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
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.)ˆ( xxJf  
)ˆ(xJf  disebut matriks Jacobian dari fungsi         yang diferensiabel pada 
 ̂       
 Kestabilan sistem nonlinear )(xfx   di sekitar titik ekuilibrium xˆ  dapat 
dilihat dari kestabilan linearisasi sistem )(xfx   di sekitar titik ekuilibrium xˆ , 
asalkan titik ekuilibrium xˆ  hiperbolik (Perko, 2001: 103). 
 
Definisi 2.5 (Perko, 2001: 102) 
Titik ekuilibrium  ̂     disebut titik ekuilibrium hiperbolik dari sistem )(xfx   
jika bagian real nilai eigen dari     ̂   . Jika bagian real nilai eigen     ̂  
bernilai   maka titik ekuilibrium  ̂ disebut nonhiperbolik. 
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 Akan ditunjukkan proses mengubah sistem nonlinear ke dalam sistem 
linear menggunakan deret Taylor. Misal Tnxxxx )ˆ,,ˆ,ˆ(ˆ 21   adalah titik 
ekuilibrium Sistem )(xfx  . Deret Taylor dari fungsi   disekitar titik 
ekuilibrium xˆ  adalah sebagai berikut: 
)ˆ,()ˆ,ˆ,ˆ()ˆ,ˆ,ˆ(),,,( 1121
1
1
211211 xxxxx
x
f
xxxfxxxf Tn
T
n
T
n 
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
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
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
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
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)ˆ,()ˆ,ˆ,ˆ()ˆ,ˆ,ˆ(),,,( 1121
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x
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xxxfxxxf Tn
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T
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

  
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n Rxxxxx
x
f



   
nfff
RRR ,,,
21
  nilainya mendekati nol sehingga dapat diabaikan dan karena 
T
nxxx )ˆ,ˆ,ˆ( 21   titik ekuilibrium Sistem )(xfx   maka 
T
nxxxf )ˆ,ˆ,ˆ( 211 
0)ˆ,ˆ,ˆ()ˆ,ˆ,ˆ( 21212 
T
nn
T
n xxxfxxxf   sehingga diperoleh 
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Sistem (2.5) dapat ditulis dalam bentuk berikut: 
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Misalkan ,ˆ,,ˆ,ˆ 222111 nnn xxyxxyxxy    maka Sistem (2.6) menjadi 
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Sistem (2.7) merupakan linearisasi Sistem )(xfx    dimana diperoleh matriks 
Jacobian dari Sistem (2.7) yaitu : 
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Definisi 2.6 (Howard, 2004: 277) 
Jika   adalah sebuah matriks berukuran ,nn  maka sebuah vektor taknol 
x  pada nR  disebut vektor eigen (eigenvector) dari   jika Ax  adalah sebuah 
kelipatan skalar dari ,x yaitu: 
     xAx          (2.8) 
untuk skalar sebagai    Skalar   disebut nilai eigen (eigenvalue) dari A, dan x  
disebut sebagai vektor eigen dari   yang bersesuaan dengan    
 Untuk memperoleh nilai eigen dari sebuah matriks   yang berukuran 
nn  maka  dituliskan kembali xAx   sebagai 
IxAx   
Atau secara ekuivalen 
            0)(  xIA          (2.9) 
Agar   dapat menjadi nilai eigen, harus terdapat satu penyelesaian taknol dari 
persamaan ini. Persamaan (2.9) memiliki penyelesaian taknol jika hanya jika 
0)det(  IA   
Persamaan ini disebut persamaan karakteristik (characteristic equation) matriks 
   skalar-skalar yang memenuhi persamaan ini adalah nilai-nilai eigen  . Apabila 
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diperluas lagi, )det( IA   adalah sebuah polinomial dalam variabel   berderajat 
n  yang disebut sebagai polinomial karakteristik (characteristic polynomial) 
matriks  .  
 
2.4 Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium 
Definisi 2.7 (Olsder & Woude, 1994: 53) 
Diberikan sistem persamaan diferensial )(xfx   dan ),( 0xtx  adalah solusi pada 
saat   dengan kondisi awal .)0( 0xx   
1. Vektor xˆ  memenuhi 0)ˆ( xf  dikatakan sebagai titik ekuilibrium. 
2. Titik ekuilibrium xˆ  dikatakan stabil jika diberikan 0 , terdapat 0  
sedemikian sehingga jika  xx ˆ0  maka  xxtx ˆ),( 0  untuk setiap 
.0t  
3. Titik ekuilibrium xˆ  dikatakan stabil asimtotik jika titik-titik 
ekuilibriumnya stabil dan terdapat 01   sedemikian sehingga 
,0ˆ),(lim 0  xxtxt  asalkan .ˆ 10  xx  
4. Titik ekuilibrium xˆ  dikatakan tidak stabil jika titik ekuilibrium tidak 
memenuhi (2). 
 
Teorema 2.2 (Olsder & Woude, 1994: 54) 
Diberikan matriks Jacobian )ˆ(xJf  dari Sistem nonlinear )(xfx   dengan nilai 
eigen .  
1. Stabil asimtotik, jika semua nilai eigen dan matriks )ˆ(xJf  bernilai negatif. 
2. Tidak stabil, jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen matriks )ˆ(xJf  
bernilai positif. 
 Analisis kestabilan titik ekuilibrium juga dapat ditentukan dengan 
menggunakan kriteria kestabilan Routh-Hurwitz. kriteria kestabilan Routh-
Hurwitz digunakan apabila nilai eigen dari persamaan karakteristik tidak dapat 
ditentukan dengan mudah. 
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Definisi 2.8 (Fisher, 1999: 188) 
Kriteria kestabilan Rounth-Hurwitz adalah suatu metode untuk menunjukkan 
kestabilan sistem dengan memperhatikan koefisien dari persamaan karakteristik 
tanpa menghitung akar-akar karakteristik secara langsung. Misalkan naaa ,,, 21   
adalah bilangan real, dimana 0ja  jika .nj   Semua nilai eigen dari persamaan 
karakteristik nnnnn aaaap  


1
1
2
21)(   mempunyai bagian real 
yang negatif jika dan hanya jika determinan dari matriks  
,
000
0 3231
22420
12531
















 


k
k
k
k
k
a
aaa
aaaa
aaaa
M





 
 dengan nk ,,2,1   bernilai positif. Untuk 3k dan 4k  kriteria Routh-
Hurwitz diberikan berikut ini. 
,0,0,0,0;3 321321  aaaaaak  
0,0,0,0,0;4 3214321  aaaaaaak  dan   .04
2
13213  aaaaaa  
 
2.5 Angka Reproduksi Dasar 
Menurut Giescke (2002), angka reproduksi dasar adalah rata-rata 
banyaknya individu rentan yang terinfeksi secara langsung oleh individu lain yang 
telah terinfeksi, dan masuk ke dalam populasi yang seluruhnya masih rentan. 
Kondisi yang timbul adalah salah satu di antara ke mungkinan berikut: 
a. Jika 10R  maka penyakit akan menghilang. 
b. Jika 10 R  maka penyakit akan meningkat menjadi wabah. 
Misalkan terdapat   kelas terinfeksi dan   kelas tidak terinfeksi. 
Selanjutnya dimisalkan pula   menyatakan subpopulasi kelas terinfeksi dan   
menyatakan subpopulasi kelas tidak terinfeksi (rentan atau sembuh), dan        
dan       , untuk      , sehingga 
),(),( yxyxx ii    dengan ni ,,2,1   
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),( yxy i  dengan mi ,,2,1   
Dengan i  adalah laju infeksi sekunder yang menambah pada kelas terinfeksi dan 
i  adalah laju perkembangan penyakit, kematian dan kesembuhan yang 
mengakibatkan berkurangnya populasi dari kelas terinfeksi. 
 Perhitungan angka reproduksi dasar  0R   berdasarkan linearisasi dari 
sistem persamaan diferensial yang didekati pada titik ekuilibrium bebas penyakit. 
Persamaan kompartemen terinfeksi yang telah dilinearisasi dapat dituliskan 
sebagai berikut : 
 xVFx   
Dengan   dan   adalah matriks berukuran nn  dan ),0( 0
1 y
u
F
j



 dan 
),0( 0
1 y
u
V
j



. Selanjutnya didefinisikan matriks   sebagai berikut : 
1 FVK  
Dengan   disebut sebagai matriks next generation. Nilai dari infeksi sekunder 
pada populasi rentan adalah radius spektral (nilai eigen dominan) dari matriks   
(Driessche and Watmough) sehingga 
 .10  FVR   
 
2.6 Model Epidemi SIR 
Model SIR merupakan dasar bagi sebagian besar model deterministik yang 
masih digunakan sampai saat ini. Model ini pertama kali diperkenalkan oleh 
Kermack dan McKendrick pada tahun 1927. Model SIR memiliki struktur dan 
asumsi yang sama dengan model SI, perluasannya adalah bahwa pada model SIR 
dimungkinkan populasi/anggota masyarakat yang terinfeksi untuk sembuh serta 
total populasi yang berjumlah dibagi menjadi tiga subkelompok yang saling 
ekslusif. Subkelompok rentan (Susceptibles) disimbolkan     , subkelompok 
infeksi/tertular (Infected) disimbolkan      dan subkelompok yang pindah 
(Recovered) disimbolkan     .   
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     mewakili individu yang meninggal karena penyakit, sembuh dari 
infeksi dan memiliki kekebalan tubuh yang tetap atau individu yang sudah 
diasingkan dari sisa populasi. Jadi pada subkelompok terakhir ini, tidak lagi 
berkontribusi pada penyebaran penyakit/epidemi. Akan tetapi masih tetap 
dipertahankan sebagai anggota total populasi sebesar   meskipun ada 
kemungkinan diantaranya ada yang sudah meninggal dunia. Pada model ini 
diasumsikan juga bahwa individu yang masuk      tidak dapat kembali terinfeksi. 
Dengan asumsi bahwa   adalah konstanta proporsi dari keadaan individu 
terinfeksi selanjutnya menjadi recovered persatuan waktu. 
Maka dengan demikian model persamaan diferensial yang mewakili 
tingkat perubahan populasi yang rentan persatuan waktu tetap seperti pada model 
SI seperti: 
SI
dt
dS
  
SI
dt
dI
  
dengan kondisi awal 0)0( SS   dan 0)0( II  . Hal ini dikarenakan tidak ada 
transfer lansung dari individu-individu dari subkelompok rentan terhadap 
subkelompok yang pindah. Namun model persamaan diferensial dari 
subkelompok tertular perlu dimodifikasi untuk memperhitungkan jumlah individu 
yang tertular dan sembuh/pulih. Ketika jumlah yang pindah sebanding dengan 
jumlah yang tertular tiap satuan waktu, maka model persamaan diferensialnya 
menjadi 
IISI
dt
dI
   
Sedangkan laju pertumbuhan jumlah kepindahan tiap satuan waktu adalah:
RI
dt
dR
   
dengan kondisi awal: 0)0( RR  , sehingga model persamaan diferensial yang 
lengkap yang merupakan model SIR adalah: 
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SSI
dt
dS
   
IISI
dt
dI
   
RI
dt
dR
   
dengan kondisi awal: 0)0( SS  , 0)0( II  , 0)0( RR   dan .)()()( NtRtItS   
  
BAB III 
METODE PENELITIAN 
 
Metode penelitian yang digunakan untuk membangun model penyebaran 
penyakit flu burung pada populasi manusia dan unggas domestik dengan faktor 
imigrasi dan vaksinasi adalah menggunakan metode penelitian studi literature dan 
mempelajari jurnal-jurnal yang berhubungan dengan pemodelan matematika. 
Adapun rincian langkah-langkah penelitian pada tugas akhir ini adalah: 
1. Menentukan variabel-variabel serta parameter-parameter yang akan 
digunakan pada model yaitu sebagai berikut : 
     :  Jumlah total manusia yang rentan pada saat    
     :  Jumlah total manusia yang terinfeksi pada saat    
     :  Jumlah total manusia yang sembuh pada saat    
      :  Jumlah total unggas domestik yang rentan pada saat    
      :  Jumlah total unggas domestik yang terinfeksi pada saat    
      :  Jumlah total unggas domestik yang divaksinasi pada saat    
     :  Jumlah total populasi manusia pada saat    
      :  Jumlah total unggas domestik pada saat    
   :  Laju kelahiran manusia yang diasumsikan sama dengan laju  
         kematian. 
    :  Laju kelahiran unggas domestik yang diasumsikan sama dengan 
         laju  kematian. 
   :  Laju kontak infektif antara unggas domestik sakit dengan 
         manusia sehat. 
    :  Laju kontak infektif antara unggas domestik sehat dengan unggas  
         domestik sakit. 
   :  Laju dari kelas Recovered ke kelas Suscepted. 
   :  Laju kekebalan pada manusia yang sembuh. 
   :  Laju vaksinasi pada unggas yang rentan. 
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2. Diberikan model SIR M Kharis dan Amidi sebagai berikut : 
                         S           I                            R  
 
        N                  )( II
N
S
b                            I       R  
 
 
 
       bb N     b
b
b
b I
N
S
    
 
        bS         bb I  
 
      bbS     bbV  
 
 
3. Dari model (2) dibentuk model baru dengan menambahkan faktor imigrasi 
pada populasi unggas domestik. Faktor imigrasi diasumsikan terjadi pada 
populasi unggas yang rentan / sehat dengan anggapan adanya unggas yang 
datang dan pergi. 
4. Menurunkan model yang di langkah (3) maka dicari titik ekuilibrium. 
5. Melakukan linearisasi pada model dengan menggunakan matriks Jacobian di 
titik ekuilibrium. 
6. Menganalisa kestabilan titik ekuilibrium yang telah ditentukan. 
7. Simulasi model untuk melihat pengaruh faktor imigrasi dan vaksinasi. 
8. Menyimpulkan hasil dari analisis titik ekuilibrium. 
 
 
𝑆 𝐼 
 
𝑅 
 
𝑆𝑏 
𝑉𝑏 
 
𝐼𝑏 
𝑆 
  
BAB V 
PENUTUP 
 
5.1. Kesimpulan  
Dari pembahasan yang telah dilakukan, dapat diambil kesimpulan sebagai berikut: 
1. Berdasarkan asumsi-asumsi yang dibuat diperoleh mode           pada 
penyebaran flu burung pada manusia dan unggas domestik dengan faktor 
imigrasi dan vaksinasi yang diekspresikan sebagai berikut 
)(  


N
II
SRN
dt
dS b          
III
N
S
dt
dI
b )()(            
RI
dt
dR
)(            
bb
b
b
bbb
b S
N
I
NA
dt
dS
)(           (5.1)
bbb
b
b
b
b II
N
S
dt
dI
 
        
bbb
b VS
dt
dV
             
NRIS   
bbbb NVIS   
Karena populasi pada manusia bersifat konstan dengan 0
dt
dN
 maka Sistem 
(5.1) tersebut dapat ditulis menjadi Sistem (5.2) di bawah ini 
)(  


N
II
SRN
dt
dS b             
III
N
S
dt
dI
b )()(      
bb
b
b
bbb
b S
N
I
NA
dt
dS
)(           (5.2) 
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bbb
b
b
b
b II
N
S
dt
dI
                  
bbb
b VS
dt
dV
                              
2. Dari analisis model matematika yang dalam hal ini Sistem (5.2) yang 
dianalisa, diperoleh angka rasio reproduksi dasar 
 
  
.0





bbb
bbb
N
NA
R
 
 
Kemudian diperoleh dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium bebas 
penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Titik ekuilibrium bebas penyakitnya 
adalah     
  











 
bb
bb
b
bb
bbb
NANA
NVISISE




,0,,0,,,,,0
 
dan titik 
ekuilibrium endemiknya   adalah  bbb VISISE ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ1   dengan 
 
,
ˆˆ
ˆ)(ˆ


II
NI
S
b 

  ,ˆˆ II   ,ˆ
b
bb
b
N
S


  
   
bb
bbbbbbb
b
NNNA
I

 
ˆ  
dan .ˆ
b
b
b
N
V


   Kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit stabil asimtotik 
jika 
 
 
10 



bbb
bbb
N
NA
R


 dan 10 




R
 
dan kestabilan titik 
ekuilibrium endemik stabil asimtotik jika .10 R  
3. Berdasarkan angka 
 
  
,0





bbb
bbb
N
NA
R
 
 jika diambil 20.0  dan 
046.0A maka 
 
 
10 



bbb
bbb
N
NA
R


 dan ,10 




R   sehingga 
penyakit tidak akan meluas, menghilang dari populasi dan bebas penyakit. 
Jika diambil 20.0  dan ,0A  maka ,10 R  
sehingga penyakit akan 
mewabah atau tidak akan menghilang dari populasi dan terjadi endemik.   
 
5.2. Saran  
Dalam penelitian model           pada penyebaran flu burung pada 
manusia dan unggas domestik dengan faktor imigrasi dan vaksinasi yang 
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diasumsikan laju kelahiran sama dengan laju kematian. Oleh karena itu, penulis 
memberikan saran kepada pembaca yang tertarik pada masalah ini untuk 
mengembangkan model           dengan memperhatikan laju kelahiran yang 
tidak sama dengan laju kematian. 
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